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1. Calculo del Corchete de Poisson {H,a;}

Sabemos que el Hamiltoniano viene dado por

H= %/wz +(¢)? +m?¢” dz (1)
Y aj, viene dada por
o = [(rd(e) — ina)e k) do &)

Queremos calcular los corchetes de Poisson, definidos como
0H  daj B day OH
d0p(x) om(x)  do(z) o (x)

Empecemos por calcular las derivadas funcionales de aj;, dado que aj, solo depende de los campos, i no

{H’alt} =

dz (3)

de las derivadas, tenemos que, segtn el capitulo 37:

day  O0G(¢,m) daj, _ OG (¢, m)

i = Fo.m) = [ Glovm)de — ks - SEBT) k200 (1
Podemos identificar la funciéon G como
G, ) = (wi — i) e rt=ke) (5)
Por lo que;
50‘;:: _ 8G(¢’ﬂ—) _ —t(wrt—kx) 50’2 _ aG((b’ ﬂ—) _ oo —t(wit—kz)
So(z) 09 ke ’ om(z)  om ‘e (©)
Ahora, H es un poco méas complicado porqué
1
H=Fo.m = [Go.¢\mde,  Go.0.m) = 3 (¢ + (@) + m?e?) @
Por lo que, segin el capitulo 37 tenemos
0H oG
0H 0G0 ([ 0G o 9, 9 .
507 = 50~ o (G ) =m0 4 (¢ @) = mPe(e) (0 0
Usando todo esto en la ecuacién (3)
{H,a},} = / (m*¢(z) — ¢ () (—ieii(“’ktfkm» - (wkefi(w’“tsz)) m(z) dx (10)
2 A
= —iwk/ [(m ¢($Lk ¢'(@) —iﬂ'(l‘)] e~ wrt=hka) qg (11)

. / o (z) — im(@)] e t=k) 4 4 / (K24(x) + ¢"(2)] R 4z (12)

= —iwkay, + ’L/ [k2¢(1;) + ¢”(x)] e i(wit—kz) q.. (13)



Finalmente solo tenemos que calcular la segunda derivada ¢”(x), tenemos

iy t—qs o i(wyt— dg
d)(;(;) — / [aqe i(wgt—qx) _i_aqe’( qt qx):| 27T2wq (14)
: —i(wgt—qx * _t(wgt—qx dq
¢I($) = /ZC] {&qe (wat=qz) _ aqe( at=a )] m (15)
—i(wgt—qx * _t(wgt—qx dq

(b”(x) = /—q2 [aqe ( at=q )—i—aqe( at=q ):| m (16)

Lo cual es muy buena sehal porque entonces tenemos que

—i(wgt—qx * _i(wgt—qx dq

K26(z) + ¢ (2)] = /(k2 — ) [age =) 4 qpeilent=a)] T (17)
Ahora al multiplicar por e~ *“+*=5%) ¢ integrar = nos apareceran deltas que impondran ¢ = k o ¢ = —k,

en cualquier caso este término serd cero, vamos a hacerlo con mas calma; la integral que queremos hacer

€es:
/(kZ _ q2) {CL e—i(wqt—qx)e—i(wkt—km) + a*ei(wqt—qx)e—i(wkt—kz)} dz dq (18)
1 q 212w,
= /(k2 - q2) [a e .8, +aé,- ék] dg (19)
17 a1 2120w,
—2iw * dq
= /(k2 — %) [ag2mo(k + q)e” 2+t 4 ay2m(q — k)] D2, =0 (20)

Donde he usado los resultados del capitulo 41 para los productos €; - € y € - €

2. Calculo del Corchete de Poisson {H,a;}

Para este caso vamos a proceder de tres formas distintas:

2.1. Definiciéon

Esencialmente vamos a repetir el mismo proceso que la seccién anterior, pero cambiando aj por ay
que viene dada por la expresion

ap = / (wpo(x) + im(x))e’@rt=ko) 4y (21)

Por lo que, las derivadas funcionales son

day, _ 3G(¢>,7r) _ wkei(wktfka:) oar _ 8G(¢,7T) _ Z'ei(wktfka:)

dé(x) Ao ’ o (x) o

(22)
Introduciendo esto en la definicién (3)

(Hoaw) = [ (m20(a) — (@) (1€ ) = (ane’r ) n(z) da (23)

= iwp / l(m%(@ —"@) | iﬂ(x)] eilwrt=ka) 4y (24)

Wk
= iwp / [wed () + im(x)] e @rt=F2) dg — / [K2p(x) + ¢ (2)] e'@xt=F) dg (25)
= iwkag — z/ [K2p(x) + ¢ (2)] '@ =F) da = iwgay, (26)

Pues el segundo término se anula por la misma razén que en el caso anterior.



2.2. Propiedades Corchete Poisson

Usando las propiedades de los corchetes de Poisson con las definiciones

1 * *
H= o /(aka;c + axay,) dk

1 * * 1 * *
{H,ar} = {&T/(aqaq —&—aqaq)dq,ak} = S—W/{aqaq + aqay, a } dq

El corchete se puede calcular como

{a:;aq + aqa27ak} = {a;‘aq,ak} + {aqaz,ak} = {a}ak}aq + aq{a;‘,ak}

= dmiwid (g — k)ag + 4miwgd(q — k)ag = 8miwrd(q — k)ag

Por lo que es resultado es
1 . ) .
{H,a} = o /87mwk6(q —k)agdg = zwk/é(q —k)ay dg = iwgag

2.3. Conjugando

Finalmente, vamos a hacer la forma més sencilla de todas, aprovechar que a; = (a})* y que

1 1
H* = p /(aZak + agay)*dk = o /(a}iak +agay)dk=H

Por lo que,
{H,a} = {H*,a;} = {H,a}}" = (—iwra})" = iwray

(27)

(28)

(29)
(30)



